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写在最前面：一些公式
更多参见高等数学常用公式.

0.1 极限分析相关

0.1.1 00 = 1

在大多数数学约定中，00 = 1.

0.1.2 Stirling 公式

lim
𝑛→∞

√2𝜋𝑛( 𝑛

𝑒
)

𝑛

𝑛! (1)

用来对付带 𝑛! 的级数有奇效，最暴力的一集.

0.2 三角函数相关

0.2.1 余弦等差数列求和

∑
𝑛−1

𝑘=0
cos(𝑎 + 𝑘𝑑) =

sin( 𝑛𝑑

2
) ⋅ cos(𝑎 + (𝑛−1)𝑑

2
)

sin( 𝑑

2
)

(2)

推论：三角级数求和中的常用界限

||
|| ∑

𝑛

𝑛=1
cos(𝑛𝜃)

||
|| ≤

|
|
|
|
|

1

sin( 𝜃

2
)|

|
|
|
|

(3)

0.2.2 sin 𝑛, cos 𝑛 的部分和问题

∑
𝑁

𝑛=1
sin 𝑛 =

sin( 𝑁

2
) ⋅ sin( 𝑁+1

2
)

sin( 1

2
)

(4)

∑
𝑁

𝑛=1
cos 𝑛 =

cos( 𝑁

2
) ⋅ cos( 𝑁+1

2
)

cos( 1

2
)

(5)

0.3 迪利克雷积分

5

https://typst.app/project/rm2SUpYc1zIE4NkcGayFsL


∫
∞

0

sin(𝑥𝑦)
𝑥 =

{
{{
{{

𝜋

2
, 𝑦 > 0

0, 𝑦 = 0
− 𝜋

2
, 𝑦 < 0

(6)

0.4 微分积分相关

0.4.1 Wallis 公式

注意积分区域是 𝜋

4
.

∫
𝜋
2

0
sin𝑛 𝑥 d𝑥 = ∫

𝜋
2

0
cos𝑛 𝑥 d𝑥 (7)

𝐼𝑛 =

{
{

{ (𝑛−1)!!

𝑛!!
⋅ 𝜋

2
 ,若 𝑛是偶数

(𝑛−1)!!

𝑛!!
 ,若 𝑛是奇数

(8)

一个更好记的版本（点火公式）：

𝐼𝑛 = {
𝑛−1

𝑛
⋅ 𝑛−3

𝑛−2
⋯ 1

2
⋅ 𝜋

2
 ,若 𝑛是偶数

𝑛−1

𝑛
⋅ 𝑛−3

𝑛−2
⋯ 2

3
、 ,若 𝑛是奇数

(9)

这个公式会被后续内容频繁使用。对于更多推论，建议使用数形结合的方式理解。

∫
2𝜋

0
sin𝑛 𝑥 d𝑥 = {

(𝑛−1)!!

𝑛!!
⋅ 2𝜋  ,若 𝑛是偶数

0  ,若 𝑛是奇数
(10)

对于偶数的 𝑛，𝑓(𝑥) 为 cos(𝑥) 或 sin(𝑥) 皆可：

∫
2𝜋

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = 2 ∫

𝜋

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 = 4 ∫

𝜋
2

0
𝑓𝑛(𝑥) d𝑥 (11)

0.5 幂级数相关

0.5.1 ln 𝑛 的控制

当 𝑛 → ∞，𝑛𝜀 > ln 𝑛, 𝜀 > 0.

在正项级数也可以使用柯西稠密判别法：

∑
∞

𝑛=1
𝑢𝑛收敛⇔ ∑

∞

𝑛=1
2𝑛𝑢2𝑛 收敛 (12)

6



把 ln 𝑛 变成 𝑛 ln 2.
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第七章 重积分

考纲

1. 理解重积分的概念，能熟练掌握二重积分的计算法（直角坐标、极坐标）掌握
三重积分的计算法（直角坐标、柱坐标、球坐标）

重点：
1. 重积分的概念，重积分的计算方法。

难点：
1. 二重积分、三重积分化为累次积分的方法。

7.1 重积分
一个在有界闭区间上连续的二元函数是可积的.

7.1.1 积分中值定理

∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦)𝑑𝜎 = 𝑓(𝑥0, 𝑦0)𝑆𝐷 (13)

7.1.2 广义极坐标变换

{𝑥 = 𝑎𝑟 cos 𝜃,
𝑦 = 𝑏𝑟 sin 𝜃

其中，伸缩因子：𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦)
𝐷(𝑟, 𝜃)

=
|
|
| 𝑎 cos 𝜃
−𝑎𝑟 sin 𝜃

𝑏 sin 𝜃
𝑏𝑟 cos 𝜃|

|
|

= 𝑎𝑏𝑟
(14)

注意，所有的雅可比行列式在放入还原后的函数里时都取绝对值，所以次序不重要.

7.1.3 重积分的计算

原始形式 → 累次积分 → 定积分 → 答案

减轻计算量/遇到困难的解决方法：

1. 更改积分次序，错误的次序有时候甚至积不出来

2. 换元：让被积函数/积分区域更利于计算

3. 利用对称性

4. 感到困惑时，画图
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7.2 三重积分

7.2.1 三重积分的坐标系

柱坐标系

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃,
𝑧 = 𝑧

𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐷(𝑟, 𝜃, 𝑧)

= 𝑟

(15)

球坐标系

{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑,
𝑧 = 𝑟 cos 𝜑

格外注意 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋

𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐷(𝜑, 𝜃, 𝑟)

= 𝑟2 sin 𝜑

(16)

广义球坐标变换

{
𝑥 = 𝑎𝑟 cos 𝜃 sin 𝜑,
𝑦 = 𝑏𝑟 sin 𝜃 sin 𝜑,
𝑧 = 𝑐𝑟 cos 𝜑

格外注意 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋

𝐽 =
𝐷(𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐷(𝜑, 𝜃, 𝑟)

= 𝑎𝑏𝑐𝑟2 sin 𝜑

(17)

7.2.2 三重积分的对称性

奇偶对称性

𝑥𝑂𝑦 → 𝑧, 𝑥𝑂𝑧 → 𝑦, 𝑦𝑂𝑧 → 𝑥.

从积分区域出发，以其关于面 𝑥𝑂𝑦 对称为例：

∭
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = {
0, 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)关于 𝑧为奇函数
2, ∭

Ω1

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)关于 𝑧为偶函数 (18)

如
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Ω = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) | 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 𝑅2, 𝑧 ≥ 0}

∭
Ω

𝑥 = ∭
Ω

𝑦 = 0,

∭
Ω

𝑥𝑦 = 0,

∭
Ω

𝑥𝑦𝑧 = 0

(19)

只要满足相应的对称条件，如 𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑓(−𝑥, 𝑦, 𝑧) 那么便为 0.

轮换对称性

积分区域对称轴：𝑥 = 𝑧, 𝑥 = 𝑦, 𝑦 = 𝑧.

以积分区域关于 𝑥 = 𝑦 对称为例：

∭
Ω

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∭
Ω

𝑓(𝑦, 𝑥, 𝑧) (20)
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第八章 曲线和曲面积分

考纲

1. 理解两类曲线积分的概念，能借助曲线的参数方程将它们化为定积分。
2. 理解两类曲面积分的概念，会计算两类曲面积分。
3. 理解并熟练掌握格林公式，会运用平面上曲线积分与路径无关的条件简化积分
的计算。

4. 掌握高斯公式，了解斯托克斯公式。
5. 了解梯度、散度、旋度的概念。（疑似不讲）

重点：
1. 两类曲线积分与两类曲面积分的概念以及它们的计算方法。
2. 格林公式、高斯公式以及 Stokes公式。
3. 曲线积分与路径无关的条件。

难点：
1. 曲线积分与曲面积分的计算，格林公式，高斯公式。

所有的重积分、曲线（面）积分、广义积分最后都会变成定积分。

8.1 对弧长的曲线积分（第一型曲线积分）
定义：

lim
𝜆→0

∑
𝑛

𝑖=1
𝑓(𝜉𝑖, 𝜂𝑖, 𝜁𝑖) d𝑠𝑖 (21)

若 Eq. 21 在曲线 L 上存在，则函数在 L 上可积.

8.1.1 平面第一型曲线积分

∫
𝐿

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑠 = ∫
𝐿

𝑓(𝑡) d𝑠 (22)

由弧微分相关知识， d𝑠 = √1 + ( d𝑦

d𝑥
)

2
d𝑥 = √( d𝑥

d𝑡
)

2
+ ( d𝑦

d𝑡
)

2
d𝑡，则有：

∫
𝐿

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑠 = ∫
𝐿

𝑓(𝑥, 𝑦)√
1 + (

d𝑦
d𝑥)

2
d𝑥 = ∫

𝐿
𝑓(𝑡)√(d𝑥

d𝑡 )
2

+ (
d𝑦
d𝑡 )

2
d𝑡 (23)

值得注意的是，换元后的积分上下限一定要满足严格的大小关系，这样才能表示长度的
实际意义.
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8.1.2 空间第一型曲面积分

对曲线 𝐿 : {
𝑥 = 𝑥(𝑡),
𝑦 = 𝑦(𝑡), 𝛼 ≤ 𝑡 ≤ 𝛽
𝑧 = 𝑧(𝑡)

∫
𝐿

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑠 = ∫
𝐿

𝑓(𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡), 𝑧(𝑡))√(d𝑥
d𝑡 )

2
+ (

d𝑦
d𝑡 )

2
+ (d𝑧

d𝑡 )
2

d𝑡

(24)

8.2 对坐标的曲线积分（第二型曲线积分）
第二型曲线积分的概念从物理的需求而来，是有向的.

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧))

∫
𝐴𝐵

𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) d ⃗𝑟 = ∫
𝐿

𝑃(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑦 + 𝑅(𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧
(25)

8.2.1 第二型曲线积分的计算

第二型曲面积分在某些条件下可以转换为第一型曲面积分.

考虑 𝐿 : {
𝑥=𝑥(𝑡),
𝑦=𝑦(𝑡),𝛼≤𝑡≤𝛽
𝑧=𝑧(𝑡)

，有切向量 (𝑥′(𝑡), 𝑦′(𝑡), 𝑧′(𝑡)).

令 d𝑠 = √(𝑥′(𝑡))2 + (𝑦′(𝑡))2 + (𝑧′(𝑡))2，有单位法向量：

(cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) = (
𝑥′(𝑡)

d𝑠 ,
𝑦′(𝑡)

d𝑠 , 𝑧′(𝑡)
d𝑠 ) (26)

则原来的第二型曲线积分可以写为：

∫
𝐿

𝑃 d𝑥 + 𝑄 d𝑦 + 𝑅 d𝑧 = ∫
𝐿

𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾 d𝑠 (27)

这样就能变成第一型曲线积分进行计算.

8.3 Green公式·平面第二型曲线积分与路径无关的条件
若尔当定理：一个 𝑅2  空间内的简单闭曲线（若尔当曲线）会将空间分为两部分.

内侧：被曲线围起来的部分为曲线的内侧、其余部分为外侧.

正方向：前进方向的左侧为内侧的方向为正方向（逆时针）.

8.3.1 Green公式

Green公式是 Stokes公式在 𝑅2  空间的特例：
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∮
𝐿+

𝑃 d𝑥 + 𝑄 d𝑦 = ∬
𝐷 |

|
|
| 𝜕

𝜕𝑥
𝑃

𝜕

𝜕𝑦
𝑄 |

|
|
|
d𝑥 d𝑦 = ∬

𝐷

(𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦 ) d𝑥 d𝑦 (28)

其中 𝐷 是被 𝐿 围起来的闭区域.

𝐷 可以是单连通区域，也可以是多联通区域（可以看作多个单连通区域相加），但是
不能有 𝑃(𝑥, 𝑦) 和 𝑄(𝑥, 𝑦) 不存在连续一阶偏导数的点.

遇到这样的点时，我们要将其挖去，以第二型曲线积分的方式计算这些点，然后相加.

同时，我们也有可能遇到不封闭的曲线，需要我们手动拼凑，在运用 Green公式后
减去/加上相应的曲线积分.

8.3.2 平面第二型曲线积分与路径无关的条件

下面有三个彼此等价的条件：

𝐷内任意一条逐段光滑闭曲线 C，满足∮
𝐶+

𝑃 d𝑥 + 𝑄 d𝑦 = 0 (29)

𝜕𝑃
𝜕𝑦 ≡ 𝜕𝑄

𝜕𝑥 (30)

𝑃 d𝑥 + 𝑄 d𝑦恰好是某个函数的全微分 (31)

都是平面第二型曲线积分与路径无关的充要条件.

可以把积分还原（找到原函数）再计算.

8.4 第一型曲面积分
曲面的质量、质心、转动惯量问题引入了第一型曲面积分.

它同样也是对坐标的积分.

第一型曲面积分的计算，需要设法把它转化为重积分.

对于曲面 𝑆 : 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷，我们有：

∬
𝑆

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑔(𝑥, 𝑦)) d𝑆 = ∬
𝐷

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑔(𝑥, 𝑦))√1 + 𝑔2
𝑥 + 𝑔2

𝑦 d𝜎 (32)

这是我们的简单计算方法.

下面是面对多变量又臭又长的公式：

当曲面 𝑆  由参数方程
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{
𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣),
𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣), (𝑢, 𝑣) ∈ 𝐷
𝑧 = 𝑧(𝑢, 𝑣)

(33)

给出时，

面 𝑆  的法向量：

⃗𝑛 =
|
|
|
|
| 𝑖
𝑥𝑢
𝑥𝑣

𝑗
𝑦𝑢
𝑦𝑣

𝑘
𝑧𝑢
𝑧𝑣|

|
|
|
|

= 𝐴𝑖 + 𝐵𝑗 + 𝐶𝑘

其中 𝐴 =
𝐷(𝑦, 𝑧)
𝐷(𝑢, 𝑣)

, 𝐵 = 𝐷(𝑧, 𝑥)
𝐷(𝑢, 𝑣)

, 𝐶 =
𝐷(𝑥, 𝑦)
𝐷(𝑢, 𝑣)

(34)

则

| cos 𝛾| =
| ⃗𝑛 ⋅ ⃗𝑘|

| ⃗𝑛| | ⃗𝑘|
=

|𝐶|
√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2

,

d𝑆 = d𝜎
cos 𝛾 =

√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2

|𝐶| d𝜎

(35)

又由雅可比得：

d𝜎 = |𝐽| d𝑢 d𝑣 = ||
| 𝐷(𝑥,𝑦)

𝐷(𝑢,𝑣) ||
| d𝑢 d𝑣 = |𝐶| d𝑢 d𝑣 (36)

则有：

d𝑆 = √𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2 d𝑢 d𝑣 (37)

为了方便计算，不妨令：

{
𝐸 = 𝑥2

𝑢 + 𝑦2
𝑢 + 𝑧2

𝑢,
𝐹 = 𝑥𝑢𝑥𝑣 + 𝑦𝑢𝑦𝑣 + 𝑧𝑢𝑧𝑣,
𝐺 = 𝑥2

𝑣 + 𝑦2
𝑣 + 𝑧2

𝑣

则√𝐴2 + 𝐵2 + 𝐶2 = √𝐸𝐺 − 𝐹2

(38)

最终得到：

d𝑆 = √𝐸𝐺 − 𝐹2 d𝑢 d𝑣 (39)

在我们的努力下，第一型曲面积分变成了重积分.

8.5 第二型曲面积分：通量

∬
𝑆+

⃗𝐹(𝑥, 𝑦, 𝑧) ⋅ ⃗𝑛 d𝑆 = ∬
𝑆+

𝑃 d𝑦 d𝑧 + 𝑄 d𝑧 d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦 (40)
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利用投影的思想，转换为第一型曲面积分：

∬
𝑆+

𝑃 d𝑦 d𝑧 + 𝑄 d𝑧 d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦 = ∬
𝑆+

𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾 d𝑆 (41)

其中

当𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦),

cos 𝛾决定正负

(cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) = ±1
|d𝑆| (−𝑓𝑥, −𝑓𝑦, 1)

(42)

当𝑦 = 𝑔(𝑥, 𝑧),

cos 𝛽决定正负

(cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) = ±1
|d𝑆| (−𝑔𝑥, 1, −𝑔𝑧)

(43)

当𝑥 = ℎ(𝑦, 𝑧),

cos 𝛼决定正负

(cos 𝛼, cos 𝛽, cos 𝛾) = ±1
|d𝑆| (1, −ℎ𝑦, −ℎ𝑧)

(44)

在 Eq. 42 Eq. 43 Eq. 42 中， ±1 的符号由面的方向决定：若曲面朝向与坐标轴正轴方向
相同，保留原符号，否则取反.

这样 Eq. 41 （以 𝑧 = 𝑓(𝑥, 𝑦)为例）就可以写为：

∬
𝑆+

𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾 d𝑆 = ± ∬
𝐷

(𝑃 cos 𝛼 + 𝑄 cos 𝛽 + 𝑅 cos 𝛾)|𝑑𝑆| d𝜎

= ± ∬
𝐷

𝑃(−𝑓𝑥) + 𝑄(−𝑓𝑦) + 𝑅 d𝜎
(45)

我们发现了一条 第二型曲面积分 → 第一型曲面积分 → 重积分 的道路.

8.6 Gauss公式·Stokes公式

8.6.1 Gauss公式

Gauss公式可以看作牛顿-莱布尼兹公式在高维的推广：将第二型曲面积分化为三重
积分.

∬
𝑆+

𝑃 d𝑦 d𝑧 + 𝑄 d𝑧 d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦 = ∭
Ω

𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 + 𝜕𝑅
𝜕𝑧 d𝑉 (46)
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值得注意的是，𝑆  必须是分片光滑的封闭曲线，同时 𝑃, 𝑄, 𝑅 在 𝑆 ∪ Ω 上有连续一阶偏导
数，当不满足使用条件时，我们需要挖去/增加第二型曲面积分的范围，即配凑.

必须是第二型曲面积分！

自此，我们实现了闭合曲面及被闭合曲面包裹的空间闭区域的积分区域转换.

8.6.2 Stokes公式

Stokes公式是 𝑅3  空间上的 Green公式，将第二型曲线积分转换为第二型曲面积分.

∮
𝐿+

𝑃 d𝑥 + 𝑄 d𝑦 + 𝑅 d𝑧 = ∬
𝑆+ |

|
|
|
|
|d𝑦 d𝑧

𝜕

𝜕𝑥
𝑃

d𝑧 d𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝑄

d𝑥 d𝑦
𝜕

𝜕𝑧
𝑅 |

|
|
|
|
|

(47)

将边界曲线积分转换成曲面闭区域积分.

小结： 自此我们实现了闭合曲线和曲面的转化，闭合曲面和闭空间的转化.

8.7 不要求的内容
不在考纲内.

8.7.1 梯度、旋度、散度

梯度是数量场（零次外微分）求微分的产物：

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧)

∇𝑓 =
𝜕𝑓
𝜕𝑥 d𝑥 +

𝜕𝑓
𝜕𝑦 d𝑦 +

𝜕𝑓
𝜕𝑧 d𝑧

(48)

旋度是一次外微分求微分的产物：

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃 d𝑥 + 𝑄 d𝑦 + 𝑅 d𝑧

rot 𝑓 =

|
|
|
|
|
|d𝑦 ∧ d𝑧

𝜕

𝜕𝑥
𝑃

d𝑧 ∧ d𝑥
𝜕

𝜕𝑦
𝑄

d𝑥 ∧ d𝑦
𝜕

𝜕𝑧
𝑅 |

|
|
|
|
|

(49)

散度是二次外微分求微分的产物：

𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑃 d𝑦 ∧ d𝑧 + 𝑄 d𝑧 ∧ d𝑥 + 𝑅 d𝑥 d𝑦

div 𝑓 = (𝜕𝑃
𝜕𝑥 + 𝜕𝑄

𝜕𝑦 + 𝜕𝑅
𝜕𝑧 ) d𝑥 ∧ d𝑦 ∧ d𝑧

(50)

在 𝑅3  空间内，三次外微分求微分求微分的结果为 0:
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𝑓(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐻 d𝑥 ∧ d𝑦 ∧ d𝑧

d𝑓 = 0
(51)

8.7.2 Boincare 引理

若 𝜔 为一外微分形式，则 d d𝜔 = 0.

即梯度无旋，旋度无散：

rot ∇𝑓 = 0

div rot 𝑓 = 0
(52)

Boincare 引理的逆运用：若 𝜔 为一外微分形式，则 d𝜔 = 0，则存在 𝜔的母函数.

8.7.3 广义 Stokes公式

外微分统一了牛顿-莱布尼兹、Green、Stokes、Guess公式：

∫
Σ

d𝜔 = ∫
𝜕Σ

𝜔 (53)

我们称 Eq. 53 为广义 Stokes公式，可以看作高维的微积分基本定理.
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第九章 常微分方程

考纲

1. 理解微分方程，解，通解，初始条件，特解等概念。
2. 熟练掌握初等积分法求解一阶微分方程。
3. 理解线性微分方程通解的结构，熟练掌握二阶线性常系数齐次方程的解法。
4. 掌握非齐次项为多项式，指数函数，正弦函数，余弦函数形式的二阶线性常系
数非齐次方程的解法。

重点：
1. 变量可分离的方程、齐次方程、一阶线性微分方程、伯努利方程、全微分方程。
2. 常数变易法。线性微分方程解的结构，二阶线性常系数齐次与非齐次方程的解
法。

难点：
1. 可降阶的一些高阶方程的降阶解法。线性微分方程通解的结构及解法。

9.1 微分方程与初等积分法

9.1.1 微分方程

任何的微分方程都可以表达为下面的形式：

𝐹(𝑥;, 𝜑(𝑥)′, 𝜑″(𝑥), …, 𝜑𝑛(𝑥)) = 0 (54)

微分方程的定义：凡表示未知函数、未知函数的导数与自变量之间关系的方程叫做微分
方程.

微分方程的阶：依最高阶导数决定，如 Eq. 54 里面的 𝜑𝑛(𝑥)  决定了该方程为 𝑛 阶.

微分方程的通解：如果方程的一个解 𝜑1(𝑥) 含有常数，常数的内容是任意的，常数
的数目是与方程阶数相同的，则称这样的解是方程的通解.

将这些常数固定下来，我们需要初值条件，解出常数 𝐶1, 𝐶2

9.1.2 分离变量

𝑦′ = 𝑓(𝑥)𝑔(𝑦) ⇒
d𝑦

𝑔(𝑦)
= 𝑓(𝑥) d𝑥 (55)

通过换元，能够让部分微分方程变成变量分离的形式.

9.1.3 一阶线性微分方程
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d𝑦
d𝑥 + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥) (56)

当 𝑄(𝑥) ≡ 0 称一阶线性齐次微分方程.

性质：一阶线性齐次微分方程的通解就是它的所有解.

d𝑦
d𝑥 + 𝑃(𝑥)𝑦 = 0

d𝑦
𝑦 = −𝑃(𝑥) d𝑥

∫
d𝑦
𝑦 = ∫ −𝑃(𝑥) d𝑥

ln 𝑦 = ∫ −𝑃(𝑥) d𝑥 + 𝐶

𝑦 = 𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥+𝐶 = 𝐶𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥

(57)

常数变易法

对于 𝑄(𝑥) ≠ 0 的一阶线性微分方程，我们令解 𝑦 = 𝑢𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥  带回 Eq. 56 得到：

𝑢′𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 − 𝑃(𝑥)𝑢𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 + 𝑃(𝑥)𝑢𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 = 𝑄(𝑥)

𝑢′𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 = 𝑄(𝑥)

d𝑢 = 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 d𝑥

𝑢 = ∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 d𝑥

(58)

故 𝑦 = 𝑢𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 = 𝑒− ∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 ∫ 𝑄(𝑥)𝑒∫ 𝑃(𝑥) d𝑥 d𝑥.

性质：线性非齐次方程的通解 = 对应的线性齐次方程的通解 + 该方程的一个特解.

通过换元，能够使一些非线性方程变成线性方程：

d𝑦
d𝑥 + 𝑃(𝑥)𝑦 = 𝑄(𝑥)𝑦𝛼(𝛼 ≠ 0, 1且为任意常数)

d𝑦
d𝑥𝑦−𝛼 + 𝑃(𝑥)𝑦1−𝛼 = 𝑄(𝑥)

令𝑧 = 𝑦−𝑎+1

1
1 − 𝑎

d𝑧
d𝑥 + 𝑃(𝑥)𝑧 = 𝑄(𝑥)

(59)

非线性的常微分方程，还可能存在奇解.

9.1.4 全微分方程（恰当方程）

当 𝑢(𝑥, 𝑦) 在区域 𝐷 上可微，有全微分方程：
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𝑃(𝑥, 𝑦) d𝑥 + 𝑄(𝑥, 𝑦) d𝑦 = 0

其中𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑢
𝜕𝑥, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑢

𝜕𝑦
(60)

在第八章验证第二型曲线积分是否与路径无关的条件：

𝜕𝑃
𝜕𝑦 ≡ 𝜕𝑄

𝜕𝑥 (61)

恰好是 𝑢(𝑥, 𝑦) 存在且可微的充要条件，在这里也能用来验证一个方程是否是全微分
方程.

积分因子

9.1.5 可降阶的二阶微分方程

下面介绍两类可以通过变量替换降阶的二阶微分方程.

第一类：不含未知函数 𝑦 的方程

𝐹(𝑥, 𝑦′, 𝑦″) = 0 (62)

解法：

𝑧 = 𝑦′  化为一阶，得到通微分 Φ(𝑥, 𝑧, 𝐶1) = 0.

此时再次求解 Φ(𝑥, d𝑦

d𝑥
, 𝐶1) = 0 即可.

第二类：不含自变量 𝑥 的方程

𝐹(𝑦, 𝑦′, 𝑦″) = 0 (63)

𝑧 = 𝑦′,

𝑧′ = d𝑧
d𝑥 = d𝑧

d𝑦
d𝑦
d𝑥 = 𝑧 d𝑧

d𝑦

⇒ 𝐹(𝑦, 𝑧, 𝑧 d𝑧
d𝑦) = 0

(64)

化为第一类继续求解.

9.2 一阶微分方程解的存在唯一性定理

9.2.1 皮卡序列

𝑓(𝑥, 𝑦)关于 𝑦 满足 Lipschitz 条件，即：

|𝑓(𝑥, 𝑦1) − 𝑓(𝑥, 𝑦2)| ≤ 𝐿 |𝑦1 − 𝑦2|

𝐿是一个确切的常数
(65)

对于柯西问题：
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{
d𝑦

d𝑥
= 𝑓(𝑥, 𝑦),

𝑓(𝑥0) = 𝑦0

(66)

倘若 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 {(𝑥, 𝑦)| |𝑥 − 𝑥0| < 𝑎, |𝑦 − 𝑦0| < 𝑏} 上连续且关于 𝑦 满足 Lipschitz 条件，则
方程 Eq. 66 的解在 |𝑥 − 𝑥0| ≤ ℎ 上存在且唯一.

此处 ℎ 是又一个常数：ℎ = min{𝑎, 𝑏

𝑀
}, 𝑀 = max{𝑓(𝑥, 𝑦)}.

满足这个条件的方程，也称皮卡方程.

9.2.2 皮卡逐次逼近法

对于如 Eq. 66 的柯西问题，可以转化为等价的积分方程：

𝑦 = 𝑦0 + ∫
𝑥

𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 (67)

将 𝑦0  带入 𝑓(𝑥, 𝑦) 的 𝑦 我们得到：

𝑦1 = 𝑦0 + ∫
𝑥

𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦0) d𝑥

𝑦2 = 𝑦0 + ∫
𝑥

𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦1) d𝑥

…

𝑦𝑛 = 𝑦0 + ∫
𝑥

𝑥0

𝑓(𝑥, 𝑦𝑛−1) d𝑥

最终我们得到一个级数作为近似解：𝑦 = ∑
𝑛

𝑖=1
𝑦𝑖

(68)

结果会长得像 𝑓(𝑥) 在 𝑥 = 𝑥0  处的泰勒展开.

9.3 高阶线性微分方程
形如：

𝑦(𝑛) + 𝑦(𝑛−1)𝑃1(𝑥) + 𝑦(𝑛−2)𝑃2(𝑥) + … + 𝑦𝑃𝑛(𝑥) = 𝑓(𝑥) (69)

的方程称为 𝑛阶线性微分方程.

9.3.1 函数组的线性相关与线性无关

若能够找到不全为 0 的常数 𝑘1, 𝑘2, …, 𝑘𝑛  使得方程组 𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥), …, 𝜑𝑛(𝑥)  满足：

∑
𝑛

𝑖=1
𝑘𝑖𝜑𝑖(𝑥) ≡ 0 (70)
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则称 𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥), …, 𝜑𝑛(𝑥)  线性相关，反之则称线性无关.

9.3.2 二阶线性微分方程

𝑦″ + 𝑦′𝑃(𝑥) + 𝑦𝑄(𝑥) = 𝑓(𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] (71)

二阶线性微分方程解的存在唯一性定理

若𝑓(𝑥), 𝑝(𝑥), 𝑞(𝑥)于[𝑎, 𝑏]连续 则 Eq. 71 在 [𝑎, 𝑏] 存在唯一解.

此外，𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥) 在 [𝑎, 𝑏] 上线性相关的充要条件是它们所确定的 Wronski 行列式
为 0：

𝑊(𝑥) =
|
|
|𝜑1(𝑥)
𝜑′

1(𝑥)
𝜑2(𝑥)
𝜑′

2(𝑥)|
|
|

≡ 0 ⇔ 𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥)在[𝑎, 𝑏]上线性相关 (72)

𝑦″ + 𝑦′𝑃(𝑥) + 𝑦𝑄(𝑥) = 0, 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] (73)

对于齐次微分方程 Eq. 73，∃𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑊(𝑥0) = 0 ⇔ ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑊(𝑥) ≡ 0.

二阶线性齐次方程通解的结构

若 𝜑1(𝑥), 𝜑2(𝑥) 为 Eq. 73 的两个解，那么它们的任意一个线性组合也是 Eq. 73 的解：

𝐶1𝜑1(𝑥) + 𝐶2𝜑2(𝑥) (74)

二阶线性方程通解的结构

𝐶1𝜑1(𝑥) + 𝐶2𝜑2(𝑥) + 𝜑∗(𝑥) (75)

我们将会在后面讨论如何求出特解 𝜑∗(𝑥).

上述情况可以推广到 𝑛 阶.

9.4 二阶线性常系数微分方程

9.4.1 线性常系数齐次方程

考虑：

𝑦″ + 𝑝𝑦′ + 𝑞𝑦 = 0,其中 𝑝, 𝑞为给定的常数 (76)

考虑解为 𝑦 = 𝑒𝜆𝑥  带入 Eq. 76 得到：

(𝜆2 + 𝑝𝜆 + 𝑞)𝑒𝜆𝑥 = 0 (77)

由于 𝑦 = 𝑒𝜆𝑥 ≠ 0 则 𝜆2 + 𝑝𝜆 + 𝑞 = 0，这个方程在复数域上有两个根.

下面我们给出特征根 𝜆 与对于的二阶线性常系数齐次方程 Eq. 76 的关系：
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特征根 通解形式
两相异实根 𝜆1, 𝜆2 𝐶1𝑒𝜆1𝑥 + 𝐶2𝑒𝜆2𝑥

二重根 (𝐶1 + 𝐶2𝑥)𝑒𝜆1𝑥

共轭复根 𝜆 = 𝛼 ± 𝛽𝑖 𝑒𝛼𝑥(𝐶1 cos 𝛽𝑥 + 𝐶2 sin 𝛽𝑥)

推广到 𝑛 重：

特征根 对应的通解
单实根 𝜆 𝑒𝜆𝑥

𝑛 重根 𝜆 𝑒𝜆𝑥, 𝑥𝑒𝜆𝑥, …, 𝑥𝑛−1𝑒𝜆𝑥

一对共轭复根 𝜆 = 𝛼 ± 𝛽𝑖 𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥, 𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥
𝑛 重共轭复根 𝜆 = 𝛼 ± 𝛽𝑖 𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥, 𝑒𝛼𝑥 sin 𝛽𝑥, …𝑒𝛼𝑥 cos 𝛽𝑥, 𝑥𝑛−1𝑒𝛼𝑥, 𝑥𝑛−1 sin 𝛽𝑥

9.4.2 线性常系数非齐次方程

接下来让我们讨论特解，但是很不幸的是我们只能解出其中的一小部分.

待定系数法解三类非齐次方程

9.5 常数变易法与欧拉方程
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9.5.1 常数变易法

设齐次通解为 𝑦ℎ = 𝐶1𝑦1 + 𝐶2𝑦2

设非齐次特解为：𝑦 = 𝑢1(𝑥)𝑦1 + 𝑢2(𝑥)𝑦2

代入原方程并构造：

{𝑢1′𝑦1 + 𝑢2′𝑦2 = 0
𝑢1′𝑦1′ + 𝑢2′𝑦2′ = 𝑓(𝑥) (78)

解出 𝑢1′, 𝑢2′ ⇒ 积分得 𝑢1, 𝑢2

9.5.2 欧拉方程

形式：

𝑎0𝑥𝑛𝑦𝑛 + 𝑎1𝑥𝑛−1𝑦𝑛−1 + … + 𝑎𝑛𝑦 = 0 (79)

换元：

𝑥 = 𝑒𝑡带入 𝑦(𝑥) ⇒ 𝑦(𝑡), 化为常系数微分方程 (80)
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第十章 无穷级数

考纲

1. 理解级数收敛与发散的概念。
2. 了解级数收敛的必要条件。
3. 熟练掌握正项级数的比值审敛法，根值审敛法。
4. 熟悉等比级数与 P-级数的敛散性。
5. 掌握任意项级数的绝对收敛及条件收敛。
6. 理解函数项级数一致收敛概念及其判别方法。
7. 熟练掌握幂级数收敛域及其和函数的求法，知道幂级数在其收敛区间内的基本
性质。

8. 掌握将函数展开为幂级数的方法。

重点：
1. 数项级数的敛散性判别法。 幂级数的和函数求法以及常用函数的幂级数展
开式。

难点：
1. 级数敛散性判别法，绝对收敛，条件收敛及一致收敛概念，展开函数为幂级数。

10.1 Cauchy 收敛原理与数项级数的概念
如何证明一个数列有极限？

10.1.1 Cauchy 收敛原理

对于数列 {𝑎𝑛}，若对于任意给定的 𝜀 > 0 都存在 𝑁  使得：

|𝑎𝑛 − 𝑎𝑚| < 𝜀, @只要 𝑛, 𝑚 ≥ 𝑁 (81)

在无须知道极限是什么的条件下，只须依据序列本身的性态就可判断它是否有极限.

对于函数，我们有：

|𝑓(𝑛) − 𝑓(𝑚)| < 𝜀, @只要 |𝑛 < 𝑎| < 𝜎, |𝑚 < 𝑎| < 𝜎 (82)

10.1.2 无穷级数

∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘 (83)

其中 𝑎𝑛  称为通项，𝑆𝑛 = ∑
𝑛

𝑘=1
𝑎𝑘  称为部分和.
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若部分和有极限 S，则称级数收敛，且 S为该极限和.

由于 𝑎𝑛 = 𝑆𝑛 − 𝑆𝑛−1(约定𝑆0 = 0)，有如下定理：

𝑎𝑘 → 0,当𝑘 → ∞是∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘收敛的必要条件 (84)

例子： ∑
∞

𝑛=1

1

𝑛
 的通项趋于零，但是发散.

我们还有第二个必要条件：

对于任意给定的 𝜀 > 0都存在 𝑁使得

||
|| ∑
𝑛+𝑝

𝑘=𝑛
𝑎𝑘

||
|| < 𝜀, 𝑛 ≥ 𝑁, 𝑝 > 1

是∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘收敛的必要条件

(85)

其中 
|
|
|

∑
𝑛+𝑝

𝑘=𝑛
𝑎𝑘|

|
|

< 𝜀 可以改写为 ||𝑆𝑛+𝑝 − 𝑆𝑛|| < 𝜀.

通项趋于零的速度达到一定程度，就能够保证级数的收敛性．

10.1.3 级数的性质

1. 级数满足线性运算的规律：可加可乘.

2. 在级数前面添加上有限项或删除掉有限项，所成的新级数与原级数同时收敛或
发散．

3. 将收敛级数的项任意加括号后所成的新级数，仍然收敛到原级数的和（此性质称为
无穷和的结合律）．

但是有些时候原级数并不收敛，添上括号后就收敛.

10.2 正项级数的审敛法

10.2.1 正项级数收敛的必要条件

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛 = 0 (86)

10.2.2 正项级数收敛的充要条件

由于 {𝑎𝑛} 中 𝑎𝑛  非负，则 𝑆𝑛  单调递增.

∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛收敛⇔ {𝑆𝑛}有界 (87)

由第一章我们就学过的单调有界原理，只需要证明 {𝑆𝑛} 有上界，就能判定正项级数收敛.
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10.2.3 正项级数收敛的比较原理

作差：原始形式

有正项级数 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘  和 ∑

∞

𝑛=1
𝑏𝑘，当 𝑖 足够大，若 𝑎𝑖 ≥ 𝑏𝑖：

1. 若 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘  收敛，则 ∑

∞

𝑛=1
𝑏𝑘  收敛

2. 若 ∑
∞

𝑛=1
𝑏𝑘  发散，则 ∑

∞

𝑛=1
𝑎𝑘  发散

作商：极限形式

有正项级数 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘  和 ∑

∞

𝑛=1
𝑏𝑘，若 lim

𝑛→∞

𝑎𝑘

𝑏𝑘
= ℎ：

1. 若 0 ≤ ℎ < +∞, ∑
∞

𝑛=1
𝑏𝑘  收敛，则 ∑

∞

𝑛=1
𝑎𝑘  收敛

2. 若 0 < ℎ ≤ +∞, ∑
∞

𝑛=1
𝑏𝑘  发散，则 ∑

∞

𝑛=1
𝑎𝑘  发散

当 0 < ℎ < +∞ 两者敛散性同步，此时这两个级数是“同阶”的.

10.2.4 等比级数

我们称：

∑
∞

𝑛=1
𝑞0𝑟𝑛 = {收敛 when |𝑝| < 1,

发散 when |𝑝| ≥ 1
(88)

为等比级数.

∑
∞

𝑛=1
𝑞0𝑟𝑛 = 𝑞0

1
1 − 𝑞 (89)

下面我们介绍的比值判别法和根判别法基于它.

10.2.5 d’Alembert 判别法（比值判别法）

若正项级数 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘  满足：

lim
𝑛→∞

𝑢𝑛+1
𝑢𝑛

= 𝑙 (90)

则：

• 当 𝑙 < 1 级数收敛
• 当 𝑙 > 1 级数发散
• 当 𝑙 = 1 无法通过该方法判断

10.2.6 Cauchy 判别法（根判别法）
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若正项级数 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘  满足：

lim
𝑛→∞

𝑛√𝑢𝑛 = 𝑙 (91)

则：

• 当 𝑙 < 1 级数收敛
• 当 𝑙 > 1 级数发散
• 当 𝑙 = 1 无法通过该方法判断

达朗贝尔判别法（比值判别法）和柯西判别法只适用于：

𝑎𝑘 < 𝑐𝑞𝑛, @𝑛 ≥ 𝑁 > 0, 0 < 𝑞 < 1 (92)

的情况.

10.2.7 p-级数

我们称：

∑
∞

𝑛=1

1
𝑛𝑝 = {收敛 when 𝑝 > 1,

发散 when 𝑝 ≤ 1
(93)

为 p-级数.下面我们介绍的拉比判别法基于它.

10.2.8 拉比判别法

若正项级数 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑘  满足：

lim
𝑛→∞

𝑛(
𝑢𝑛

𝑢𝑛+1
− 1) = 𝑅, 𝑅可以是 + ∞ (94)

则：

• 当 𝑅 > 1 级数收敛
• 当 𝑅 < 1 级数发散
• 当 𝑙 = 1 无法通过该方法判断

拉比判别法的极限值 𝑅 本质上是在估算 𝑝 值, 𝑎𝑛 ∼ 1

𝑛𝑝
.

10.2.9 积分判别法

定义函数 𝑓(𝑥)：

• 𝑓(𝑛) = 𝑎𝑛

• 𝑓(𝑥) 单调递减
• 𝑓(𝑥) 在 [1, ∞] 连续

则：
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正项级数∑
∞

𝑘=1
𝑎𝑘收敛⇔不定积分∫

∞

1
𝑓(𝑥) d𝑥收敛 (95)

10.3 交错级数

形如 ∑
∞

𝑛=1
(−1)𝑛𝑎𝑛或者 ∑

∞

𝑛=1
(−1)𝑛+1𝑎𝑛  的级数称为交错级数（其中 𝑎𝑛 > 0）.

10.3.1 Leibniz 判别法

对于：

∑
∞

𝑛=1
(−1)𝑛+1𝑎𝑛 (96)

只要满足：

• 单调递减：𝑎𝑛 > 𝑎𝑛+1

• 逐项趋 0 ： lim
𝑛→∞

𝑎𝑛 = 0

则级数收敛.

莱布尼茨判别法只能用于判断条件收敛，即交错形式是否收敛，不判断绝对收敛.

10.3.2 绝对收敛与条件收敏

下面是简单的对比：

• 绝对收敛：若 ∑
∞

𝑛=1
|𝑎𝑛| 收敛，则 ∑

∞

𝑛=1
𝑎𝑛  一定收敛，此时 ∑

∞

𝑛=1
𝑎𝑛  绝对收敛.

• 条件收敛：若 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛  收敛，但 ∑

∞

𝑛=1
|𝑎𝑛| 发散，则称 ∑

∞

𝑛=1
𝑎𝑛  条件收敛.

例子：

∑
∞

𝑛=1
(−1)𝑛+1 1

𝑛 条件收敛

∑
∞

𝑛=1
(−1)𝑛+1 1

𝑛2 绝对收敛
(97)

10.4 狄利克雷判别法与阿贝尔判别法
狄利克雷判别法（Dirichlet’s Test）和阿贝尔判别法（Abel’s Test）是用于判断乘积

型数列级数收敛性的两种经典审敛法，特别适用于一些难以用常规判别法处理的交错或
震荡型级数.

10.4.1 Dirichlet’s Test
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∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛𝑏𝑛 (98)

若满足以下两个条件：

• 部分和有界：𝑆𝑎(𝑥) = ∑
𝑛

𝑘=0
𝑎𝑛  有界

• 𝑏𝑛  单调 且 lim
𝑛→∞

𝑏𝑛 = 0

则 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛𝑏𝑛  收敛.

{𝑎𝑛}累加后波动不大，{𝑏𝑛}趋于零并且单调，就能“抑制”住波动，实现收敛。

例子： ∑ sin 𝑛 的有界性

𝑆(𝑁) =
sin( 𝑁

2
) sin( 𝑁+1

2
)

sin( 1

2
)

(99)

图 1 可以看到，它在 [−1, 1] 震荡

10.4.2 Abel’s Test

∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛𝑏𝑛 (100)

若满足以下两个条件：

• ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛  收敛

• {𝑏𝑛} 单调且有界

阿贝尔判别法通常配合收敛数列与单调有界数列使用，可以看作是狄利克雷判别法的一
个补充或变形.

10.5 函数项级数与一致收敛
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10.5.1 函数项级数

函数项级数是由函数组成的无穷级数.

∑
∞

𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥) (101)

𝑢𝑛(𝑥) 是某个集合 𝐷 上的函数.

若 𝑥0 ∈ 𝐷, ∑
∞

𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥0) 收敛，则称 𝑥0  为收敛点.

全体收敛点构成收敛域 𝑋，其极限函数 𝑆(𝑥) = ∑ 𝑢𝑛(𝑥).

10.5.2 一致收敛的基本概念

TODO: 这玩意太抽象了 1 这玩意太抽象了

10.5.3 一致收敛的判别方法

必要条件

通项一致趋于 0，一个必要条件：

∑
∞

𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥)在 X 上一致收敛 ⇒一致 lim

𝑛→∞
𝑢𝑛(𝑥) = 0 (102)

Cauchy 准则（充要条件）

任意段和一致小于 𝜀：

对任意 𝜀 > 0，存在 𝑁  ，使得对任意 𝑛 > 𝑁, 𝑝 ∈ 𝑁

||
|| ∑

𝑛+𝑝

𝑘=𝑛+1
𝑢𝑘(𝑥)

||
|| < 𝜀 (103)

魏尔斯特拉斯M判别法（强判别法）

若 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛  收敛，且：

|𝑢𝑛(𝑥)| ≤ 𝑎𝑛, ∀𝑥 ∈ 𝑋 (104)

则 𝑢𝑛(𝑥) 在 𝑋  上一致收敛.

狄利克雷判别法（适用于乘积型）

∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛(𝑥) ⋅ 𝑏𝑛(𝑥) (105)
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若满足以下两个条件：

• ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛(𝑥) 部分和一致有界

• 𝑏𝑛(𝑥) 单调 且一致趋于 0， lim
𝑛→∞

𝑏𝑛(𝑥) = 0

则 ∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛𝑏𝑛  一致收敛.

阿贝尔判别法

若 {𝑎𝑛(𝑥)} 单调且一致有界，∑
∞

𝑛=1
𝑏𝑛(𝑥)一致收敛，则 ∑

∞

𝑛=1
𝑎𝑛(𝑥) ⋅ 𝑏𝑛(𝑥) 一致收敛.

10.5.4 一致收敛的性质

连续性传递

若 ∑
∞

𝑛=1
𝑢𝑛(𝑥)一致收敛 且每一项连续，则和函数连续.

逐项积分（求和和积分可交换性）

∑ ∫ 𝑢𝑛(𝑥) d𝑥 = ∫ ∑ 𝑢𝑛(𝑥) d𝑥 (106)

逐项求导

∑ 𝑢𝑛′(𝑥) = (∑ 𝑢𝑛(𝑥))
′

(107)

且导函数连续.

10.6 幂级数
幂级数是多项式的推广：

∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥𝑛)𝑛 (108)

𝑎𝑛  是常数，称为系数；𝑥0  是中心.

10.6.1 收敛半径与收敛区间

幂级数要么仅在一点 𝑥0  收敛，要么在以 𝑥0  为中心，半径为 𝑅 的开区间上收敛.

至于求收敛域，端点需要另外讨论.

收敛半径定理

32



∑
∞

𝑛=1
𝑎𝑛(𝑥 − 𝑥𝑛)𝑛

{
{

{绝对收敛，若 |𝑥 − 𝑥0| < 𝑅
发散，若 |𝑥 − 𝑥0| > 𝑅
不能确定，若 |𝑥 − 𝑥0| = 𝑅

(109)

收敛半径的计算方法

计算 𝑙 为 1

𝑅
 ：

𝑙 = lim
𝑛→∞||

|𝑎𝑛+1
𝑎𝑛 ||

|
= lim

𝑛→∞
𝑛√|𝑎𝑛| (110)

10.6.2 幂级数的运算性质

四则运算

若两个幂级数在同一收敛区间内收敛，可逐项进行加减乘除（乘法需卷积系数，除
法需递推求系数）.

TODO: 这个疑似可以记 2 这个疑似可以记

一致收敛

幂级数在其收敛区间内任意闭区间上一致收敛.

连续性

和函数在 (−𝑅, 𝑅) 内连续，若端点收敛，则左/右连续.

10.6.3 幂级数的可积性与可微性

和函数在收敛区间内可积，且可以逐项积分.

和函数在 (−𝑅, 𝑅) 内可导，且可逐项求导.

10.6.4 Taylor 级数

𝑓(𝑥) ∼ ∑
∞

𝑛=0

𝑓(𝑛)(𝑥0)
𝑛! (𝑥 − 𝑥0)𝑛 (111)
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第十一章 广义积分与含参积分

考纲

1. 理解广义积分收敛与发散的概念。
2. 熟练掌握广义积分敛散性的判别方法。
3. 掌握广义积分的绝对收敛及条件收敛的判别方法,含参变量的正常积分与广义
积分的性质和计算。

重点：
1. 广义积分的敛散性判别法。
2. 绝对收敛，条件收敛及其判别方法，含参变量的正常积分与广义积分的性质和
计算。

难点：
1. 绝对收敛，条件收敛及其判别方法，含参变量的正常积分与广义积分的计算。

11.1 无穷积分与瑕积分

11.1.1 无穷积分

∫

+∞

𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥 = lim
𝐴→+∞

∫

𝐴

𝑎

𝑓(𝑥) d𝑥 (112)

无穷积分中的求极限运算可以提到积分号外，Eq. 112 中右侧有极限 ⇔ 左侧收敛.

线性性质、区间可加性、换元积分法、分部积分法仍适用.

11.1.2 瑕积分

存在瑕点的积分，被积函数在某一点或某些点处无界.

11.1.3 审敛法

柯西、比较原理、狄利克雷判别法、阿贝尔判别法.

11.2 含参变量的正常积分

𝑔(𝑦) = ∫
𝑏

𝑎
𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥 (113)

称为含参变量积分.
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11.2.1 积分、极限的次序交换

只要 𝑓(𝑥, 𝑦) 在 [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] 连续，积分、极限之间就能交换次序.

11.2.2 积分下求导

只要 𝜕𝑓(𝑥,𝑦)

𝜕𝑦
 存在，就能把求导操作移到积分号内.

变限积分情形

𝑔(𝑦) = ∫
𝑣(𝑦)

𝑢(𝑦)
𝑓(𝑥, 𝑦) d𝑥

𝑔′(𝑦) = ∫
𝑣(𝑦)

𝑢(𝑦)

𝜕𝑓(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑥 d𝑥 + (𝑓(𝑣(𝑦), 𝑦)𝑣′(𝑦) − 𝑓(𝑢(𝑦), 𝑦)𝑢′(𝑦))

(114)

视作三元复合函数 F(u(y), v(y), y) 链式法则分解.

11.3 含参变量的广义积分

TODO: 感觉和前面没什么不同，广义积分还有一个重点是升维 3 感觉和前面没什么不同，广义积分还有一个重点是升维

11.4 Γ 和 Β 函数

11.4.1 Γ 函数

Γ(𝑥) = ∫
∞

0
𝑡𝑥−1𝑒−𝑡 d𝑡

(𝑎 > 0)

(115)

性质

• 递推关系：Γ(𝑥 + 1) = 𝑥Γ(𝑥)

• Γ( 1

2
) = √𝜋, Γ(𝑛 + 1) = 𝑛!

11.4.2 Β 函数

Β(𝑝, 𝑞) = ∫
1

0
𝑥𝑝−1(1 − 𝑥)𝑞−1 d𝑥

(𝑝, 𝑞 > 0)

(116)

性质
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• 很容易发现对称性：Β(𝑝, 𝑞) = Β(𝑞, 𝑝)

• 与 Γ函数关系：Β(𝑝, 𝑞) = Γ(𝑝)Γ(𝑞)

Γ(𝑝+𝑞)

可以用三角函数形式表示：

Β(𝑝, 𝑞) = 2 ∫
𝜋
2

0
sin2𝑝−1 𝜃 cos2𝑞−1 𝜃 d𝜃 (117)
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第十二章 傅里叶级数

考纲

1. 理解三角级数展开的意义和必要性、展开的条件以及展开的方法。
2. 熟练掌握函数展开为三角级数的条件和方法，了解贝塞尔不等式及帕斯瓦尔等
式的意义。

重点：
1. 熟练掌握函数展开为三角级数的条件和方法。

这里没有繁文缛节了，按照考纲要求给出内容.

12.1 为什么要傅里叶展开
幂级数只能表示在某区间内无穷可导的函数，适用范围有限.

现实中很多函数（如矩形波、锯齿波）在某些点不可导，不能用幂级数表示.

傅里叶适合周期函数.

12.2 傅里叶展开条件与方法

12.2.1 傅里叶展开条件

函数 𝑓(𝑥) 要满足：

• 周期性

• 在一个周期内有界可积，但是不要求连续

• 保证级数收敛

下面着重说明第三点，狄利克雷条件是傅里叶级数收敛的充分条件.

𝑓(𝑥) 在一个周期内分段连续、分段单调，则级数在连续点处收敛于 𝑓(𝑥)，在间断点
收敛于左右极限的平均值.

即傅里叶级数的和：

𝑆(𝑥) = {
𝑓(𝑥), 𝑥为𝑓(𝑥)的连续点
𝑓(𝑥−)+𝑓(𝑥+)

2
, 𝑥为𝑓(𝑥)的间断点 (118)

12.2.2 傅里叶展开方法
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𝑓(𝑥) =
𝑎0
2 + ∑

∞

𝑛=1
(𝑎𝑛 cos 𝑛𝑥 + 𝑏𝑛 sin 𝑛𝑥) (119)

对于周期为 2𝜋 的函数

𝑎0 = 1
𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) d𝑥 (120)

𝑎𝑛 = 1
𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝑥 d𝑥 (121)

𝑏𝑛 = 1
𝜋 ∫

𝜋

−𝜋
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝑥 d𝑥 (122)

对于周期为 2𝑙 的函数

𝑎0 = 1
𝑙 ∫

𝑙

−𝑙
𝑓(𝑥) d𝑥 (123)

𝑎𝑛 = 1
𝑙 ∫

𝑙

−𝑙
𝑓(𝑥) cos 𝑛𝜋𝑥

𝑙 d𝑥 (124)

𝑏𝑛 = 1
𝑙 ∫

𝑙

−𝑙
𝑓(𝑥) sin 𝑛𝜋𝑥

𝑙 d𝑥 (125)

奇偶函数的简化

偶函数展开为余弦级数，奇函数展开为正弦级数.

12.3 贝塞尔不等式和帕塞瓦尔等式的意义
贝塞尔不等式：

∑
∞

𝑛=1
(𝑎2

𝑛 + 𝑏2
𝑛) ≤ 1

𝜋 ∫
𝜋

−𝜋
𝑓2(𝑥) d𝑥 (126)

物理意义：傅里叶展开项的平方和（即各“谐波”的能量）不会超过原函数的能量.

取样丢失了信息.

帕塞瓦尔等式：

∑
∞

𝑛=1
(𝑎2

𝑛 + 𝑏2
𝑛) = 1

𝜋 ∫
𝜋

−𝜋
𝑓2(𝑥) d𝑥 (127)

理想的完整取样.
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