
2024 春 智能工程学院线性代数 《线性代数》简明提纲

核心思想

本课程的核心在于 追求对概念的直观理解，而非复杂的计算. 需要将代数概念（如矩阵、向量空
间）与几何图像（点、线、面、空间变换）紧密联系起来.

注意

本笔记基于 2024-2 年的授课情况完成，每一届的选讲内容可能不一致.

第一章：向量
• 核心运算: 向量加法和标量乘法.
• 线性组合 (Linear Combination): 向量 ⃗𝑣 和 �⃗� 的线性组合形式为 𝑐 ⃗𝑣 + 𝑑�⃗�. 这是整个线性代
数中最基本的概念.

• 向量点积 (Dot Product):
‣ 公式: ⃗𝑣 ⋅ �⃗� = ∑𝑛

𝑖=1 𝑣𝑖𝑤𝑖
‣ 向量的模长: ‖ ⃗𝑣‖ =

√
⃗𝑣 ⋅ ⃗𝑣

‣ 向量夹角: cos 𝜃 = ⃗𝑣⋅�⃗�
‖ ⃗𝑣‖ ⋅ ‖�⃗�‖

• 重要不等式:
‣ 柯西-施瓦茨不等式: | ⃗𝑣 ⋅ �⃗�| ≤ ‖ ⃗𝑣‖ ⋅ ‖�⃗�‖
‣ 三角不等式: ‖ ⃗𝑣 + �⃗�‖ ≤ ‖ ⃗𝑣‖ + ‖�⃗�‖

• 矩阵方程 𝐴�⃗� = �⃗�:
‣ 这是线性组合的矩阵形式. 例如，𝑥1 ⃗𝑎1 + 𝑥2 ⃗𝑎2 = ⃗𝑏 可以写作 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗𝑏，其中 𝐴 的列是向量

⃗𝑎1, ⃗𝑎2.
‣ 可以将矩阵 𝐴 理解为一个 变换，它作用于向量 ⃗𝑥，得到输出向量 ⃗𝑏.
‣ 求解方程：若 𝐴 可逆，则解为 ⃗𝑥 = 𝐴−1 ⃗𝑏.

第二章：求解线性方程组
• 理解 𝐴�⃗� = �⃗� 的两种视角:

‣ 行图像: 将方程组的每个方程看作 ℝ𝑛 空间中的一个超平面（二维是直线，三维是平面），
解是所有这些超平面的 交点.

‣ 列图像: 寻找一个正确的线性组合，使得 𝐴 的列向量能够组合成向量 ⃗𝑏. 解向量 ⃗𝑥 就是这
个线性组合的 系数.

• 高斯消元法:
‣ 通过一系列 行变换 将矩阵 𝐴 转化为一个 上三角矩阵 𝑈 .
‣ 𝐴 = 𝐿𝑈  分解: 如果没有行交换，消元过程可以表示为 𝐴 = 𝐿𝑈 . 𝐿 是一个对角线为 1的
下三角矩阵，记录了消元的乘数；𝑈  是消元后的上三角矩阵.

‣ 𝑃𝐴 = 𝐿𝑈  分解: 如果进行了行交换，则用置换矩阵 𝑃  来记录行交换操作.
‣ 求解: 通过增广矩阵 [𝐴| ⃗𝑏] 进行消元，化为 [𝑈| ⃗𝑐]，然后通过回代求解.

• 矩阵乘法:
‣ 核心规则: 𝐴𝑚×𝑛𝐵𝑛×𝑝 = 𝐶𝑚×𝑝. 前一个矩阵的列数必须等于后一个矩阵的行数.
‣ 不可交换: 通常 𝐴𝐵 ≠ 𝐵𝐴.
‣ 分块理解:

– 列乘以行: 𝐴 的各列乘以 𝐵 的对应各行，然后相加，得到最终矩阵. 𝐴𝐵 =
∑(col𝑘  of 𝐴)(row𝑘  of 𝐵).

1



2024 春 智能工程学院线性代数 《线性代数》简明提纲

– 整列操作: 𝐴𝐵 的第 𝑗 列，是 𝐴 乘以 𝐵 的第 𝑗 列向量.
– 整行操作: 𝐴𝐵 的第 𝑖 行，是 𝐴 的第 𝑖 行向量乘以 𝐵.

• 逆矩阵:
‣ 存在条件: 当且仅当矩阵 𝐴 是 满秩 (full rank) 的（即行/列向量线性无关，行列式不为零）.
‣ 求解 (高斯-若尔当法): 构造增广矩阵 [𝐴|𝐼]，通过行变换将其变为 [𝐼|𝐴−1].
‣ 二阶矩阵的逆: [𝑎

𝑐
𝑏
𝑑]

−1
= 1

𝑎𝑑−𝑏𝑐[
𝑑

−𝑐
−𝑏
𝑎 ]

• 转置与对称矩阵:
‣ 转置: 𝐴𝑇，沿主对角线翻转. (𝐴𝐵)𝑇 = 𝐵𝑇 𝐴𝑇 .
‣ 对称矩阵: 满足 𝐴 = 𝐴𝑇 .
‣ 重要构造: 𝐴𝑇 𝐴 和 𝐴𝐴𝑇  总是对称矩阵.

第三章：向量空间
• 向量空间: 对加法和数乘运算 封闭 的向量集合.

• 子空间: 向量空间的子集，且自身也满足向量空间的全部性质.
‣ 两个判定条件: 1. 对数乘封闭；2. 对加法封闭.
‣ 关键: 任何子空间都必须包含零向量.

• 矩阵的四个基本子空间:
‣ 列空间 𝐶(𝐴): 矩阵 𝐴 所有列向量的线性组合 构成的空间.

– 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗𝑏 有解的充要条件是 ⃗𝑏 ∈ 𝐶(𝐴).
– 𝐶(𝐴) 是 ℝ𝑚 的子空间（𝐴 是 𝑚 × 𝑛 矩阵）.

‣ 零空间 𝑁(𝐴): 所有满足 𝐴 ⃗𝑥 = 𝟎 的解向量 ⃗𝑥 构成的空间.
– 𝑁(𝐴) 是 ℝ𝑛 的子空间.
– 零空间由 𝐴 ⃗𝑥 = 𝟎 的特解线性组合而成.

• 秩:
‣ 定义: 矩阵 𝐴 的 主元 (pivot) 的个数，等于列空间 𝐶(𝐴) 的维度.
‣ 主列与自由列: 消元后，含有主元的列是 主列，不含主元的列是 自由列. 自由列对应的变
量是自由变量.

• 线性代数基本定理:
‣ 维度关系: 对于 𝑚 × 𝑛 矩阵 𝐴，其秩为 𝑟.
‣ 列空间维度: dim(𝐶(𝐴)) = 𝑟
‣ 零空间维度: dim(𝑁(𝐴)) = 𝑛 − 𝑟 (自由变量的个数)

• 𝐴�⃗� = �⃗� 的完整解:

‣ 核心公式: ⃗𝑥complete = ⃗𝑥𝑝 + ⃗𝑥𝑛

‣ �⃗�𝑝 特解: 这是满足 𝐴 ⃗𝑥𝑝 = ⃗𝑏 的 任意一个 解. 通常，我们可以通过设置所有自由变量为 0，
然后求解主变量来得到一个简单的特解.

‣ �⃗�𝑛 零空间解: 这是满足 𝐴 ⃗𝑥𝑛 = 𝟎 的 所有 解，也就是 𝐴 的零空间 𝑁(𝐴). 它由零空间的基
（特解）线性组合而成.

‣ 几何意义: 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗𝑏 的所有解，构成一个 仿射子空间. 它是将 𝐴 的零空间 𝑁(𝐴)（一个穿过
原点的空间）平移 ⃗𝑥𝑝 的距离得到的.
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第四章：正交性
• 正交向量: 点积为零的两个向量 ( ⃗𝑣 ⋅ �⃗� = 0).
• 投影: 将向量 ⃗𝑏 投影到向量 ⃗𝑎 所在直线上.

‣ 投影向量 ⃗𝑝: ⃗𝑝 = �⃗�𝑇 �⃗�
�⃗�𝑇 �⃗� ⃗𝑎

‣ 误差向量 ⃗𝑒: ⃗𝑒 = ⃗𝑏 − ⃗𝑝 (误差向量与 ⃗𝑎 正交)
• 必考 格拉姆-施密特正交化:

‣ 目标: 将一组线性无关的基向量 { ⃗𝑎1, ⃗𝑎2, …} 转化为一组 标准正交基 { ⃗𝑞1, ⃗𝑞2, …}.
‣ 步骤:

1. 第一个向量: ⃗𝐴1 = ⃗𝑎1
2. 第二个向量: ⃗𝐴2 = ⃗𝑎2 − (proj ⃗𝐴1

⃗𝑎2) (用 ⃗𝑎2 减去它在已正交化向量上的所有投影分量)
3. 第三个向量: ⃗𝐴3 = ⃗𝑎3 − (proj ⃗𝐴1

⃗𝑎3) − (proj ⃗𝐴2
⃗𝑎3)

4. …
5. 单位化: 将所有得到正交向量 ⃗𝐴𝑖 全部除以其模长，得到标准正交基 ⃗𝑞𝑖 =

⃗𝐴𝑖
‖ ⃗𝐴𝑖‖

.
• 𝐴 = 𝑄𝑅 分解: 任何列满秩矩阵 𝐴 都可以分解为一个正交矩阵 𝑄 和一个上三角矩阵 𝑅 的乘
积. 这本质上是 Gram-Schmidt过程的矩阵形式.

第五章：行列式
• 核心性质:

‣ det(𝐴) ≠ 0 ⇔ 𝐴` 可 逆 ` ⇔ 𝐴` 满 秩 ` ⇔ 𝐴` 的行/列向量线性无关.
‣ det(𝐴𝐵) = det(𝐴) det(𝐵)
‣ det(𝐴−1) = 1

det(𝐴)
‣ det(𝐴𝑇 ) = det(𝐴)
‣ det(𝑘𝐴) = 𝑘𝑛 det(𝐴) (𝑛 是矩阵阶数)

• 计算方法:
‣ 必考 代数余子式展开:

– 沿任一行或一列展开. 沿第 𝑖 行展开: det(𝐴) = ∑𝑛
𝑗=1 (−1)𝑖+𝑗𝑎𝑖𝑗𝑀𝑖𝑗

– 𝑀𝑖𝑗 是划去第 𝑖 行第 𝑗 列后剩余子矩阵的行列式（余子式）.
– 𝐶𝑖𝑗 = (−1)𝑖+𝑗𝑀𝑖𝑗 称为代数余子式.

• 克莱姆法则: 求解 𝐴 ⃗𝑥 = ⃗𝑏.
‣ 解的分量 𝑥𝑗 = det(𝐵𝑗)

det(𝐴)，其中 𝐵𝑗 是将 𝐴 的第 𝑗 列替换为向量 ⃗𝑏 后得到的新矩阵. (计算量
大，理论意义为主)

• 几何意义:
‣ 行列式的绝对值 |det(𝐴)| 代表了由 𝐴 的列向量张成的平行多面体（二维是平行四边形，三
维是平行六面体）的 体积.

‣ 行列式的符号代表了 方向. det(𝐴) > 0 保持定向 (如右手系)，det(𝐴) < 0 反转定向.
• 必考 逆矩阵公式:

‣ 𝐴−1 = 1
det(𝐴)𝐶

𝑇，𝐶𝑇  是代数余子式矩阵 𝐶  的转置（伴随矩阵）.

第六章：特征值与特征向量
• 定义: 对于矩阵 𝐴，若存在数 𝜆 和非零向量 ⃗𝑥 满足 𝐴 ⃗𝑥 = 𝜆 ⃗𝑥，则 𝜆 是 𝐴 的一个 特征值， ⃗𝑥 是
对应的 特征向量.
‣ 特征向量指在 𝐴 变换下，方向保持不变（仅被拉伸或压缩）的向量.

• 核心性质:
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‣ 迹 (Trace): tr(𝐴) = ∑ 𝑎𝑖𝑖 = ∑ 𝜆𝑖 (主对角线元素之和 = 特征值之和)
‣ 行列式: det(𝐴) = ∏ 𝜆𝑖 (行列式 = 特征值之积)
‣ 零特征值: 𝐴 有特征值 𝜆 = 0 ⇔ 𝐴 是 奇异矩阵 (不可逆, det(𝐴) = 0).

• 必考 重要推论:
‣ 若 𝐴 的特征值为 𝜆，则 𝐴𝑘 的特征值为 𝜆𝑘，𝐴−1 的特征值为 1

𝜆 . 它们共享相同的特征向量.
‣ 𝐴𝐵 和 𝐵𝐴 具有 相同的特征值.

• 对角化:
‣ 条件: 𝑛 × 𝑛 矩阵 𝐴 有 𝑛 个 线性无关的特征向量.
‣ 公式: 𝐴 = 𝑋Λ𝑋−1

– 𝑋: 列向量是 𝐴 的特征向量.
– Λ: 对角线上是 𝐴 的特征值 (与 𝑋 中的特征向量顺序对应).

‣ 快速判断: 如果一个矩阵的所有特征值都 各不相同，则它一定可以对角化.
• 对称矩阵的谱定理 (Spectral Theorem):

‣ 任何对称矩阵 𝐴 都具有:
1. 𝑛 个 实数 特征值.
2. 𝑛 个 互相正交 的特征向量.

‣ 因此，任何对称矩阵都可以被 正交对角化: 𝐴 = 𝑄Λ𝑄𝑇，其中 𝑄 是由标准正交特征向量构
成的正交矩阵 (𝑄−1 = 𝑄𝑇 ).

• 必考 正定矩阵:
‣ 一个对称矩阵是正定的，等价于满足以下任一条件：

1. 所有 特征值 都为正数 (𝜆𝑖 > 0).
2. 所有 主元（无行交换）都为正数.
3. 所有左上角 𝑘 × 𝑘 子矩阵的 行列式 都为正数.
4. 对于任意非零向量 ⃗𝑥，二次型 ⃗𝑥𝑇 𝐴 ⃗𝑥 > 0.

考试技巧
• 复习重点: 第五章 (行列式) 和 第六章 (特征值) 占比较大.
• 判断题:

‣ 如果结论为 真 (True)，要简要 说明原因（引用定理或性质）.
‣ 如果结论为 假 (False)，必须 举出一个反例. 例如，不可对角化的矩阵 [1

0
1
1] 是很多关于对

角化命题的绝佳反例.
• 重要公式和过程要熟练:

‣ Gram-Schmidt 正交化
‣ 代数余子式求行列式和逆矩阵
‣ 特征值、特征向量的求解 (det(𝐴 − 𝜆𝐼) = 0)
‣ 对角化 𝐴 = 𝑋Λ𝑋−1

‣ 对称矩阵的谱定理 𝐴 = 𝑄Λ𝑄𝑇
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